COMPTE RENDU 


DES SÉANCES 
DE L'ACADÉMIE DES SCIENCES. 


SÉANCE DU LUNDI 29 AOÛT 1870. 


PRÉSIDENCE DE M. LIOUVILLE. 


MÉMOIRES PRÉSENTÉS. 


HYDRCDYNAMIQUE. — Essai théorique sur les lois trouvées expérimentalement 
par M. Bazin pour l’écoulement uniforme de l’eau dans les canaux décou- 
verts. Note de M. J. Boussiveso, présentée par M. de Saint-Venant. 


(Renvoi à la Section de Géométrie. ) 


« M. Em. Mathieu, en 1863 (Comptes rendus, t. LVII, p. 320), et moi- 
même, en 1867 (Comptes rendus, t. LXV, p. 46), nous avons montré que les 
formules données par Navier pour représenter les mouvements des fluides, 
en tenant compte de leurs frottements intérieurs, sont exactes lorsque les 
vitesses varient avec continuité d’un point aux points voisins. Il suffit, en 
effet, d'admettre que dans ce cas la vitesse est nulle contre les parois 
mouillées, hypothèse dont j'établis à l’article cité, par un raisonnement 
simple, l'extrême vraisemblance, pour que ces formules conduisent aux lois 
expérimentales si précises de M. Poiseuille sur l’écoulement des liquides 
dans les tubes capillaires, et aussi, comme je le montre au $ X d’un Mé- 
moire sur l'influence des frottements dans les mouvements réguliers des fluides 
(Journal de Mathématiques, t. XHI, 1868), à celles de M. Graham relatives 
à la transpiration des gaz. Les mêmes formules rendent également compte 
de deux lois sur l'écoulement permanent de l’eau à travers les sables, dé- 
couvertes par MM. Darcy et Ritter (les Fontaines publiques de la ville de 
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Dijon, par M. Darcy, p. 590), et consistant en ce que la dépense par 
chaque mètre carré de base d’une couche sablonneuse, de nature homogene, 
est proportionnelle à la pression et en raison inverse de l'épaisseur de la 
couche; car, si l’on assimile une couche pareille à un réseau de tubes tres- 
petits disposés suivant les trajectoires des diverses molécules liquides, tubes 
dont la longueur moyenne sera évidemment proportionnelle à l’épaisseur 
de la couche, et dont la forme et les dimensions dépendront de sa nature, 
ces lois découleront immédiatement des deux premières de M. Poiseuille, 
relatives à la pression et à la longueur des tubes, et qui subsistent ($ VIII 
du Mémoire cité), la première dans tous les cas, et la seconde toutes les 
fois que ces tubes sont décomposables en petites parties sensiblement pa- 
reilles les unes aux autres et d’ailleurs irrégulières. ‘ 

» Mais je fais voir au $ IX du même Mémoire qu’il n’en est pas ainsi lors- 
qu'il s’agit de canaux découverts ou de tnyaux de conduite d’un certain 
calibre. Le liquide, n’étant plus alors aussi resserré latéralement, possède 
toujours des mouvements oscillatoires rapprochant ou éloignant brusque- 
ment des parois le fluide qui en est voisin, L'action tangentielle qu’exerce 
la paroi sur ce fluide change donc sans cesse, et, par ses variations com- 
binées avec la vitesse générale de translation du même fluide, imprime à ce 
dernier des mouvements rotatoires. Ceux-ci se transmettant aux couches 
liquides plus intérieures, toute la masse fluide est bientôt sillonnée de 
tourbillons dont la matiere glisse, avec une vitesse relative finie, sur celle 
qui l’environne. La moyenne des vitesses observées en un même point du- 
rant un petit instant n’est donc plus sensiblement égale à chacune d'elles, | 
et la force tangentielle moyenne exercée à travers un petit élément plan 
fixe doit dépendre, non-seulement de la manière dont varie cette vitesse 
moyenne aux points environnants, c'est-à-dire des dérivées du premier 
ordre par rapport aux coordonnées x, y, z de ses trois composantes 4, #,w 
suivant les axes, mais encore de la grandeur et du nombre des disconti- 
nuités dont les vitesses vraies y sont affectées. En effet, les frottements 
produits dans ce cas étant dus à des glissements finis entre couches adja- 
centes, doivent être bien plus grands que si les vitesses vraies variaient 
avec continuité de chaque point aux points voisins. 

» Bornons-nous à étudier le mouvement permanent uniforme dans un 
tuyau à section rectangulaire de hauteur 2h et de base horizontale indé- 
finie, où à section circulaire de rayon R, en supposant ce tuyau : 1° plein 
de liquide; 2° rempli seulement jusqu’à son milieu, avec une atmosphere 
calme au-dessus. Nous prendrons : pour axe des x d’un système de coor- 
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données rectangulaires, et dans le sens du mouvement, l'axe même du 
tuyau ; pour axe des y, une horizontale: pour axe des z, une droite, dirigée 
en bas, dont & désignera l’inclinaison sur la verticale, et nous admettrons, 
pour abréger, que la pression soit la même à l’entrée et à la sortie dn tuyau. 
Les vitesses moyennes'seront réduites à leurs composantes 4, et chaque 
surface d’égale vitesse se composera, dans le premier cas, des deux plans 
z° = const., ou d'un cylindre de rayon r décrit autour de l’axe des x; dans 
le second, de la partie de ces surfaces qui est au-dessous du plan des æy. 
Appelons F l’action tangentielle moyenne, évidemment parallèle aux x, 
qui est exercée sur l’unité de cette surface, p la densité du liquide. L'égalité 
des frottements à la composante suivant les x du poids du liquide compris 
dans une surface d’égale vitesse, ou entre une de ces surfaces et la surface 
libre, donnera 


(1) soit F+pgzsina = 0, soit 2F + pgrsina = 0. 


F dépend : 1° de la vitesse 4, du liquide voisin de la paroi, car cette vitesse 
est un élément essentiel dans la production des tourbillons auxquels sont 
dus les frottements considérés : la force F s’annulant presque lorsque 4, 
s’annule, la manière la plus simple dont elle puisse en dépendre, c’est de 
lui être proportionnelle; 2° des mouvements oscillatoires perpendiculaires 
à la paroi dont sont animées les particules liquides qui s’en trouvent voi- 
sines : en effet, ces mouvements constituent l’autre élément variable qui 
concourt à la formation des tourbillons; comme ils sont favorisés par la 
grandeur de la section et génés au contraire par les parois, le plus simple 
est de supposer F en raison directe de la section et inverse du contour 


: : R : 
mouillé, c’est-à-dire proportionnel au rayon moyen k ou me 3° des varia- 


tions que subit, à partir des parois, en allant vers l’intérieur, l’agitation 
due aux mouvements tourbillonnaires, car les considérations précédentes 
ne la définissent qu'aux points voisins des parois; il est naturel de supposer 
cette agitation, et par suite F, constante si les surfaces sur lesquelles elle se 
propage à partir des parois, et qui sont parallèles à celles-ci, ont toutes la 
même aire, et variables en raison inverse de cette aire si elles ne sont pas 
toutes égales; dans le cas du tuyau rectangulaire de base indéfinie, elle 
sera partout la même, tandis que, dans celui du tuyau circulaire, elle vau- 
dra, à la distance r de l’axe, sa valeur à la paroi multipliée par le rapport 
deRàr; s’il y a une surface libre, nous admettrons qu’on puisse négliger 


dans une première étude les phénomènes spéciaux (par exemple une cer- 
| Dr 
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taine perte de force vive translatoire) qu'y entraîne l’exagération des mou- 
vements tourbillonnaires, surtout quand les vitesses moyennes y sont 
petites; 4° F dépend enfin de la distribution des vitesses moyennes autour 
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du point considéré, c’est-à-dire de la dérivée + OU > qui définit cette 


distribution : en effet, cette dérivée, mesurant le glissement moyen du fluide 
adjacent à la face extérieure de la surface 7? = const. ou r = const. sur 
celui qui occupe l’autre face, donne son signe à F, et il est naturel, tant 
qu’elle ne sera pas trop grande, de lui supposer F proportionnel. D’après 
cela, À désignant un coefficient variable avec le degré de poli des parois, 
on aura 
(2) soit F— peAu,h soit  F — pe, EEE: 
Zz DAT 
Pour z=hour—=R, — F est égal au frottement exercé sur le liquide par 
l'unité de surface de la paroi. Ce frottement doit être supposé proportion- 
nel : 1° à w,, c'est-à-dire au nombre des molécules fluides qui viennent s’y 
heurter; 2° à une certaine fonction de w, qui représentera l’action tangen- 
tielle moyenne de la paroi sur ces molécules, et qui, s’annulant presque 
pour 4, très-petit, pourra sans doute être prise de la forme Bu,, si cette 
vitesse n’est ni trop petite, ni trop grande. On conçoit qu’il varie en outre 
avec les mouvements oscillatoires du liquide, c'est-à-dire avec le rayon 


R fe ; 
moyen À ou —+ Désignons par B un coefficient dépendant de ce rayon et 
des rugosités de la paroi, et il viendra 
(3) POUR loutre, —F= pgBu? = pgBu. 


» Au moyen des relations (1), (2), (3), et en appelant U la vitesse 
moyenne, 4, la vitesse sur l’axe des x, on trouve aisément 


soit s = —— + (1 =) 


Vhsinx VB 2 A 
(4) SPC IE Se -5) À 2 NES DRE 
SO1 VE re V>B Su 3À I TE 2 == VE 5 3A ; Sn; 


ME B 
uy—U— soit V Vhsinæ, soit ne sine. 
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» Ces formules ont justement la forme de celles que l’expérience a indi- 
quées à M. Bazin, etelles ne diffèrent sensiblement de celle que M. Darcy 
a donnée pour représenter les vitesses dans les tuyaux circulaires pleins de 
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liquide, qu'aux points voisins de la paroi, pour lesquels cet habile expéri- 
mentateur n’a fait aucune observation : les vitesses qu’il a mesurées ont été 
prises seulement sur l’axe des tuyaux, ainsi qu’au tiers et aux deux tiers 
des rayons. À égalité de rayon moyen, les formules (4) donnent U un peu 
plus grand quand la section est circulaire et offre, par conséquent, le moins 
de parois possibles, que lorsqu'elle est un rectangle de base indéfinie et 
présente, au contraire, plus de périmètre mouillé que les autres formes 
usitées : pour toutes celles-ci, l'expression de U sera donc à peu près la 
moyenne des deux précédentes. On voit, au contraire, que la valeur de 
u, — U est assez variable avec la forme de la section. Enfin, dans les expres- 


sions de w, le coefficient de Vhsinæ _ est un peu plus grand que celui de 


re , ® Br] 
Vhsina Fe Tous ces résultats sont d’accord avec les expériences de 


M. Bazin. » 


La séance est levée à 3 heures un quart. D. 
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